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Обычно при изучении колебаний пузырька rаза в жидкости уравне­
ния газовой динамики применяются только для описания газа. Их ис­
пользование для моделирования обеих сред было осуществлено в [1]. 
Второй подход требует значительно больше компьютерного времени, 
так как уравнения газовой динамики решаются численно. В [2,3] по­
казано, что существенно повысить экономичность вычислений без 
ущерба для точности можно путем совместного применения уравне­
ний газовой динамики и их приближений. В настоящей работе подход 
[2,3] развивается на случай постановки задачи с учетом теплопровод­
ности газа и жидкости . Приводятся результаты исследования влияния 
теплопроводности на динамику пузырька воздуха в воде . Показано, 
что решения с учетом и без учета теплопроводности могут быть су­
щественно различными. 
Постановка задачи. В пучности стоячей волны давления в центре 
сферического объема жидкости колеблется пузырек малых размеров 
по сравнению с длиной волны. Давление в пучности изменяется по 
закону 
(l) 
rде ЛРех, ro - амплитуда и частота колебаний, t - время. В силу ма­
лых размеров наличие пузырька оказывает влияние лишь на состоя­
ние жидкости в области rь :5 r S rex, rде г - пространственная коорди­
ната, отсчитываемая от центра пузырька, rь =rь(t) - радиус пузырька, 
Гех =Гех(t), Гь/Гех -0.1, ОГех =Гexro/(27tc? )<<1, с? - скорость звука В 
жидкости (верхний индекс О указывает на отношение параметра к не­
возмущенному состоянию, а нижний индекс f - к жидкости). По-
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СКОЛЬКУ Orex << 1, ТО С ТОЧНОСТЬЮ ДО СЛагаеМЫХ более ВЫСОКОГО ПОрЯД­
ка малости относительно ОГех давление на поверхности r = rex подчи­
няется закону (1). 
Для описания радиальных движений газа и жидкости используются 
уравнения газовой динамики с учетом теплопроводности 
(pr 2 )1+(pr2u)r=O, (pr2u)1+(pr2 +pr 2u2 )r=O, (2а,Ь) 
(Ег 2 )1+[r2(p+E)u )г=-(r 2W )r, W =-кТг. (2c,d) 
Здесь Т - температура, E=(E/p)-u 2/2 - удельная внуrренняя энер­
гия, р - давление, р - плотность, u - скорость, Е - удельная на еди­
ницу объема полная энергия, к - коэффициент теплопроводности. 
Нижние индексы t и r означают частные производные. 
Граничные условия задачи имеют вид 
а) r=O: u(O,t)=O, Tr=O; 
Ь) r=rь: Uь=Uь=Uь, ть=т;, Рь=Рь+4µr(uь/rь)+2(:Е/rь). 
WЬ=W;; 
с) r=Гех: p(rex•t)=pex{t), 
Здесь нижний индекс Ь означает отношение параметра к поверхности 
пузырька, знаки ± указывают на отношение к поверхности со сторо­
ны газа (-} и жидкости (+), L - коэффициент поверхностного натя­
жения, µ1 - динамический коэффициент вязкости жидкости. При t =О 
полагается 
u=O, Т=Т0 , р=р~ =pf +2{L/r~) при О<г::;г~, r~ =rь (О), 
u=O, Т=Т0 , p=pr=P~x при r~<r::;r~x• r~x=rex(O). 
Уравнения состояния. Для газа (воздуха) используются выраже­
ния [1] 
р=р 1 при р::;р., 
Е=Е 1 при р~р0 , Е=Е 1 +&2 при р>р0 , 
Р1 =pRT(l+voXl+v), Р2= 1 ~(~/k)[(p/po)i+1 -(p/po)2]. 
Рз =-р2(р.), 
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е: 1 =[~RT + :!~ J(l-v 0 )+v0 RT0 +~RT(2v0 XJ+v)+ 2v0 Ri:ViTi, 2 е -1 2 i=I 
е2 = (k/~)-i[(p/po)k/3 -~(p/p0 )]нc, V= tivi, 
vi = 0.5 [th(7Ттi· 1 -6.3 )+th6.3 ], р. = р0 (6/(k+3 ))з/(k-з). 
Принято Т0 =9.7эв, Тн=14.5,29 . 6,47.4,77.5,97 . 5эв, 8=3340К, 
k=9, р0 =1l13кг/м3 , ее =2.52·105 Д;ж/кг. При комнатных температу­
рах и давлениях используются уравнения p=pRT ,e:=RT/(y-1). 
Уравнения состояния жидкости (воды) принимаются в виде [4] 
p=(l+o)G' +G2cr+G3cr2 +~4cr3 G; = ±Aijoj' Т= Т(р,е:), 
G5 +G 6cr+G7cr j=O 
где давление р выражено в ТРа, о=(р/р •• )-1, cr(TPa)=e:p •• , 
р •• =998 кг/м3 • Безразмерные коэффициенты Aij и зависимость 
Т = Т(р, е:) определяются табличными значениями [ 4] . При давлениях 
ниже pr полагается p=(Г-l)pнk~(p-k2 ), где Г=l.015, 
kf =2.25·106 м 2/с 2 , k2 =998кг/м3 . 
Приближения. В ходе .относительно медленного расширения­
сжатия пузырька в слое rь ~r~rex можно принять !ор 1 1-М~1 , где 
ор 1 =~-pr)/p?, Мы =uь/с?. Тогда при М~1 <М~1• «1, где М~1• -
малое число, можно вместо (2) применять следующее приближение 
uг +2ur-1 =0, u1 +uur +Рг~r )-! =0, р-р0 = (cr J~-p? ). 
В рамках этого приближения имеем 
_ _!_Q'+ u~ +Рь -Рех +_!о_(_+ -р )'=О 
2 о о о 1,Рь ех • ~ Pr Prcr 
где Q = г;uь, а штрих означает производную по времени. 
Решение системы (3) в слое rь ~ r ~ Гех имеет вид 
u=Qr-2, р=Рь +p?(r-1-r;1 ~'-o . spr(r-4 -г;' ~2 , 




Если в жидкости используется приближение (3), то граничное ус-
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ловие на поверхности пузырька изменяется на Ть = т0 • 
Внуrри пузырька при M~g <M~g• «1 (Мьg =uь/с~, м;g.- малое 
число) и JБТьl<БТь. «1 (ОТь =(Т-Т0 Ут0 , ОТь.- малое число) можно 
использовать приближение, в рамках которого при uь <0 решение 
имеет вид 
0(0\32 2 о Т=То + UьPg ;ь J r -rь 'u= uьr, р=(Рь +Лр)I._, uь = Q' 
кrь 2 rь Т rь 
(6а-с) 
Рь =(Рь +Лр)RТ, Лр='Рь + 33А (rь-_!_ @1nlf/?c+rьl)· rьС 2Vc В/С-rь (6d-e) 
где 
Результаты расчетов. Ниже приводятся результаты расчетов при 
rо=27t(26.SкГц), r~ =4.Sмк.м, r~x =50мкм, р~ =1.32бар, 
р?=998кг/м3 , Р?=lбар, T1°=T~=T0 =298.1SK, µ1 =0.ООЗкr/(м·с), 
к 1 = О.58Вт/(м·К), кg = О.0258Вт/(м ·К), r = 0.0725 кr/с2 . При О :s; t::;; t. 
используются приближения, а при t > t.- уравнения (2). Время t. оп­
ределяется нарушением одного из следующих условий 
М~1 <М~1., M~g <M~g•• IБТьl<БТь•· (7а-с) 
В рамках приближений в газе и жидкости решение находится чис­
ленным интегрированием уравнения ( 4) при 
Рь =рь-4µ1(uь/rь)-2(r/rь), где Рь рассчитывается по формуле (6е). 
Распределение параметров в rазе определяется выражениями (5), а в 
жидкости -(6). 
Численное решение системы (2) находится методом С.К.Годунова. 
В rазе сетка равномерная подвижная (300 ячеек). В жидкости сетка 
также подвижная (700 ячеек), но с шаrом, увеличивающимся от по­
верхности пузырька по геометрической прогрессии. Коэффициент 
увеличения шаrа определяется из условия равенства радиального раз­
мера ячейки жидкости возле пузырька 1/4 размера ячеек равномерной 
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сетки в области пузырька. 
Вычислительные эксперименты показали, что удовлетворительный 
компромисс между точностью и экономичностью можно достигнуть, 
например, при М~1• =M~g• =0.04, 8Ть. =0.05. 
На рис. 1 приведены пространственные распределения параметров 
р, р , u и Т возле центра пузырька для 6 последующих моментов 
времени t 1_6 (кривые 1-6) для амплитуды ЛРех =1.55бар . Радиальное 
положение поверхности пузырька отмечено жирной точкой . Пред­
ставлены решения с учетом (а) и без учета (Ь) теплопроводности. В 
обоих случаях финальная стадия схлопывания пузырька начинается с 
гладкого распределения параметров в обеих средах (кривые 1 ). Наи­
большее качественное сходство среди кривых 1 наблюдается у давле­
ния и скорости. При этом в случае без учета теплопроводности давле­
ние вблизи центра пузырька в несколько раз меньше. Отсутствие теп­
лопроводности приводит к возникновению разрыва на контактной 
поверхности . Теплопроводность устраняет его и вызывает смещение 
максимума температуры от поверхности пузырька к центру. При уче­
те теплопроводности более плавным является также и профиль плот­
ности в области перехода от газа к жидкости . 
С течением времени распределения параметров газа в пузырьке 
становятся все более нелинейными. Максимальное значение темпера­
туры в варианте с учетом теплопроводности смещается из центра в 
область поверхности пузырька (кривые 2-4). В обоих вариантах в мо­
мент времени t 4 набmодается образование ударной волны. Интенсив­
ность ударной волны по мере ее распространения к центру пузырька 
быстро нарастает. 
При t ~ t 6 решения с учетом и без учета теплопроводности становятся 
качественно различными. В решении с учетом теплопроводности вскоре 
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Рис. 1 
центре пузырька. В результате этого возникает расходящаяся ударная 
волна, интенсивность которой по мере ее удаления от центра умень­
шается. Через некоторое время расходящаяся ударная волна взаимо­
действует с поверхностью пузырька, в результате чего в жидкость 
уходит ударная волна, а в газ - волна разрежения . Поведение решения 
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без учета теплопроводности при t > t 5 имеет иной характер. Вскоре 
после времени t 6 сходящаяся ударная волна фокусируется в центре 
пузырька. В результате этого образуется расходящаяся ударная вол­
на. Навстречу ей распространяется сходящаяся простая волна сжатия 
(кривые 6, r""О . lмкм). Через небольшой промежуток времени сходя­
щаяся волна сжатия и расходящаяся ударная волна вступают во взаи­
модействие. Далее сходящаяся волна сжатия превращается во вторую 
сходящуюся ударную волну, которая вскоре фокусируется в центре 
пузырька. В результате этого возникает вторая расходящаяся ударная 
волна, которая быстро догоняет первую, и они объединяются в одну 
расходящуюся ударную волну. В последующем решение ведет себя 
так же, как и в случае с учетом теплопроводности. 
Варьирование амплитуды ЛРех в интервале О . 15~ЛРех ~1 . 75бар с 
шагом О.lбар показывает, что в этом интервале оба решения, и с Уче­
том, и без учета теплопроводности, при ЛРех < 1.55 бар качественно 
подобны решению при ЛРех =1.55бар с учетом теплопроводности, а 
при ЛРех > 1.55 бар - решению при ЛРех = 1.55 бар без учета теплопро­
водности . 
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (код проекта 99-01-00234). 
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